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On se place sur I ⊂ R un intervalle, on dit que ρ : I → R∗+ est une fonction poids si

∀n ∈ N,
∫
I

|x|nρ(x)dx <∞

Par l'algorithme de Gram Schmidt, on peut alors exhiber une famille de polynômes orthogo-
naux (Pn)n∈N de degrés échelonné et orthogonaux dans l'espace de Hilbert L2(I, ρ), dont le
produit scalaire est donné par

(f, g)ρ :=

∫
I

f(x)g(x)ρ(x)dx

Théorème 1. S'il existe un réel α > 0 tel que∫
I

eα|x|ρ(x)dx <∞

(i.e eα|x| ∈ L1(I, ρ)) alors la famille (Pn) est une base hilbertienne de L2(I, ρ)

Commençons par remarquer que si xn ∈ L1(I, ρ) pour tout n ∈ N, alors

‖xn‖2 =
∫
I

|xn|2ρ(x)dx =

∫
I

|x2n|ρ(x)dx =
∥∥x2n∥∥

1
<∞

donc les polynômes appartiennent à L2(I, ρ) et notre algorithme de Gram-Schmidt a du sens.
Pour conclure (comme Vect(xn | n ∈ N) et Vect(Pn | n ∈ N)), il su�t de montrer que la
famille (xn)n∈N est totale).
En particulier, comme 1 ∈ L1(I, ρ), la mesure de densité ρ sur I est �nie, donc L2(I, ρ) ⊂
L1(I, ρ).
Soit f ∈ L2(I, ρ), on pose

∀x ∈ R, ϕ(x) :=

{
f(x)ρ(x) si x ∈ I
0 sinon

Par hypothèse sur f , on a ϕ ∈ L1(R), on peut donc considérer sa transformée de Fourier,
donnée par

ϕ̂(ξ) :=

∫
I

f(x)ρ(x)e−ixξdx

On montre que la fonction ϕ̂ se prolonge en une fonction holomorphe sur l'ensemble Bα =
{z ∈ C | |=mz| < α

2
} Considérons la fonction

g : I ×Bα −→ C
(x, z) 7−→ f(x)ρ(x)e−ixz

Fixons z = a+ ib ∈ Bα, on a

|f(x)ρ(x)e−ixz| = |f(x)|ρ(x)exb < |f(x)|ρ(x)eα|x|/2

1



Cette dernière fonction est mesurable (produit de fonctions mesurables) et même intégrable
car ∫

I

|f(x)|ρ(x)eα|x|/2dx =
(
|f |, eα|x|/2

)
ρ

qui est �ni comme produit scalaire de deux éléments de L2(I, ρ).
Ensuite, g est clairement holomorphe en sa seconde variable, avec ∂2g(x, z) = −ixg(x, z).
En�n, la domination de |g(x, z)| par une fonction intégrable ne dépendant pas de z, on peut
appliquer le théorème d'holomorphie sous l'intégrale qui nous donne que la fonction

F : z 7→
∫
I

g(x, z)dx =

∫
I

f(x)ρ(x)e−ixzdx

est holomorphe, avec, pour n ∈ N,

F (n)(z) =

∫
I

(−ix)ng(x, z)dx

Bien-sûr, la fonction F prolonge ϕ̂ à Bα en une fonction holomorphe.

Soit en�n f ∈ Vect(xn | n ∈ N)⊥, on a pour n ∈ N

F (n)(0) = (−i)n
∫
I

xng(x, 0)dx = (−i)n
∫
I

xnf(x)ρ(x)dx = (−i)n (f, xn)ρ = 0

Par unicité du prolongement analytique, on a alors F = 0 sur Bα, en particulier ϕ̂ = 0
sur R, et donc ϕ = 0 par injectivité de la transformée de Fourier. Comme ρ est supposée
strictement positive, on a en�n, f = 0 sur I (presque partout) et donc f = 0 ∈ L2(I, ρ).
Ainsi Vect(xn | n ∈ N)⊥ = {0} ce qui termine la preuve.
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